CHUYÊN ĐỀ SỐ PHỨC

A. CHUẨN BỊ KIẾN THỨC

I. DẠNG ĐẠI SỐ CỦA SỐ PHỨC .
1. Một số phức là một biểu thức có dạng a + bi, trong đó a, b là các số thực và số i thoả  mãn i2 = -1. Ký hiệu số phức đó là z và viết z = a + bi .

i được gọi là đơn vị ảo


a được gọi là phần thực. Ký hiệu Re(z) = a 
b được gọi là phần ảo của số phức z = a + bi , ký hiệu Im(z) = b

Tập hợp các số phức ký hiệu là C.

*) Một số lưu ý: 

- Mỗi số thực a dương đều được xem như là số phức với phần ảo b = 0.


- Số phức z = a + bi có a = 0 được gọi là số thuần ảo hay là số ảo.


- Số 0 vừa là số thực vừa là số ảo.

2. Hai số phức bằng nhau.


Cho z = a + bi và z’ = a’ + b’i.


z = z’ ( 
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3. Biểu diễn hình học của số phức.


Mỗi số phức được biểu diễn bởi một điểm M(a;b) trên mặt phẳng toạ độ Oxy.


Ngược lại, mỗi điểm M(a;b) biểu diễn một số phức là z = a + bi .
4. Phép cộng và phép trừ các số phức.


Cho hai số phức z = a + bi và z’ = a’ + b’i. Ta định nghĩa:
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5. Phép nhân số phức.

Cho hai số phức z = a + bi và z’ = a’ + b’i. Ta định nghĩa:
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6. Số phức liên hợp. 


Cho số phức z = a + bi. Số phức 
[image: image4.wmf]z

 = a – bi gọi là số phức liên hợp với số phức trên.


Vậy 
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 = 
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Chú ý:  10) 
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 = z  ( z và 
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 gọi là hai số phức liên hợp với nhau.

  20) z.
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 = a2 + b2
*) Tính chất của số phức liên hợp:


(1): 
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(4): z.
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7. Môđun của số phức.


Cho số phức z = a + bi . Ta ký hiệu 
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 là môđun của số phư z, đó là số thực không âm được xác định như sau:

- Nếu M(a;b) biểu diễn số phc z = a + bi, thì 
[image: image16.wmf]z

 = 
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- Nếu z = a + bi, thì 
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8. Phép chia số phức khác 0.


Cho số phức z = a + bi  ≠ 0 (tức là a2+b2 > 0 )

Ta định nghĩa số nghịch đảo  z-1 của số phức z ≠ 0 là số


z-1= 
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Thương 
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của phép chia số phức z’ cho số phức z ≠ 0 được xác định như sau:
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Với các phép tính cộng, trừ, nhân chia số phức nói trên nó cũng có đầy đủ tính chất giao hoán, phân phối, kết hợp như các phép cộng, trừ, nhân, chia số thực thông thường.

II. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC.
1. Cho số phức z ( 0. Gọi M là một điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn số phức z. Số đo (radian) của mỗi góc lượng giác tia đầu là Ox, tia cuối OM được gọi là một acgumen của z.


Như vậy nếu ( là một acgumen của z, thì mọi acgumen đều có dạng:

( + 2k(, k ( Z.

2. Dạng lượng giác của số phức.


Xét số phức z = a + bi  ( 0 (a, b ( R) 


Gọi r là môđun của z và ( là một acgumen của z.


Ta có: a = rcos( , b = rsin( 


z = r(cos( +isin(), trong đó r > 0, được gọi là dạng lượng giác của số phức z ( 0.


z = a + bi  (a, b ( R) gọi là dạng đại số của z.

3. Nhân và chia số phức dưới dạng lượng giác.

Nếu z = r(cos( +isin() 



z' = r’(cos(’ +isin(’) (r ≥ 0, r’ ≥ 0) 


thì: z.z’ = r.r[cos(( +(’) +isin(( +(’)]
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 khi r > 0.

4. Công thức Moivre.


[z = r(cos( +isin()]n = rn(cos n( +isin n()  

5. Căn bậc hai của số phức dưới dạng lượng giác.


Cho số phức z = r(cos( +isin() (r>0)


Khi đó z có hai căn bậc hai là: 
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và -
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B. MỘT SỐ DẠNG TOÁN CƠ BẢN.


VẤN ĐỀ 1: DẠNG ĐẠI SỐ CỦA SỐ PHỨC

Dạng 1: Các phép tính về số phức.

Phương pháp giải: 
Sử dụng các công thức cộng , trừ, nhân, chia và luỹ thừa số phức.

Chú ý cho HS: Trong khi tính toán về số phức ta cũng có thể sử dụng các hằng đẳng thức đáng nhớ như trong số thực. Chẳng hạn bình phương của tổng hoặc hiệu, lập phương của tổng hoặc hiệu 2 số phức…


	Ví dụ 1: Cho số phức z = 
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     Tính các số phức sau: 
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; z2; (
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)3; 1 + z + z2 


Giải:
a) Vì z = 
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b) Ta có z2 = 
[image: image35.wmf]2

31

22

i

æö

-

ç÷

ç÷

èø

=
[image: image36.wmf]2

313

442

ii

+-

=
[image: image37.wmf]13

22

i

-


( (
[image: image38.wmf]z

)2 = 
[image: image39.wmf]2

2

3131313

2244222

iiii

æö

+=++=+

ç÷

ç÷

èø


(
[image: image40.wmf]z

)3 =(
[image: image41.wmf]z

)2 . 
[image: image42.wmf]z

 = 
[image: image43.wmf]13313133

22224244

iiiii

æöæö

++=++-=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø


Ta có: 1 + z + z2 = 
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Nhận xét: Trong bài toán này, để tính 
[image: image45.wmf](
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ta có thể sử dụng hằng đẳng thức như trong số thực.
Ví dụ 2: Tìm số phức liên hợp của: 
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Giải:

 Ta có : 
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 Suy ra số phức liên hợp của z là: 
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Ví dụ 3:  Tìm mô đun của số phức 
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Giải:  Ta có : 
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Vậy, mô đun của z bằng: 
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	Ví dụ 4:  Tìm các số thực x, y thoả mãn: 
                                                3x + y + 5xi = 2y – 1 +(x – y)i


Giải: 

Theo giả thiết: 3x + y + 5xi = 2y – 1 +(x – y)i
( (3x + y) + (5x)i = (2y – 1) +(x – y)i

( 
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 Giải hệ này ta được: 
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	Ví dụ 5:  Tính:

                                        i105  + i23 + i20 – i34


Giải:

Để tính toán bài này, ta chú ý đến định nghĩa đơn vị ảo để từ đó suy ra luỹ thừa của đơn vị ảo như sau:

Ta có: i2 = -1; i3 = -i; i4 = i3.i  = 1; i5 = i; i6 = -1…

Bằng quy nạp dễ dàng chứng minh được: i4n = 1; i4n+1 = i; i4n+2 = -1; i4n+3 = -i; ( n ( N*

Vậy in ( {-1;1;-i;i}, ( n ( N.


Nếu n nguyên âm, in = (i-1)-n = 
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Như vậy theo kết quả trên, ta dễ dàng tính được:                                       

  i105  + i23 + i20 – i34 = i4.26+1  + i4.5+3 + i4.5 – i4.8+2 = i – i + 1 + 1 = 2

	Ví dụ 6: Tính số phức sau: 
                                                 z = (1+i)15


Giải:

Ta có: (1 + i)2 = 1 + 2i – 1 = 2i ( (1 + i)14 = (2i)7  = 128.i7 = -128.i

z = (1+i)15  = (1+i)14(1+i) = -128i (1+i) = -128 (-1 + i) = 128 – 128i.
	Ví dụ 7: Tính số phức sau: z = 
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Giải: 

Ta có: 
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Dạng 2: Các bài toán chứng minh.


Trong dạng này ta gặp các bài toán chứng minh một tính chất, hoặc một đẳng thức về số phức.


Để giải các bài toán dạng trên, ta áp dụng các tính chất của các phép toán cộng, trừ, nhân, chia, số phức liên hợp, môđun của số phức đã được chứng minh.

	Ví dụ 8:  Cho z1, z2 ( C. 

                        CMR: E = 
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Để giải bài toán này ta sử dụng một tính chất quan trọng của số phức liên hợp đó là: 


z ( R ( z = 
[image: image60.wmf]z

 

Thật vậy: Giả sử z = x + yi ( 
[image: image61.wmf]z

 = x – yi. 

z = 
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 ( x + yi = x – yi ( y = 0 ( z = x ( R 

Giải bài toán trên:


Ta có 
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	Ví dụ 9:  Chứng minh rằng: 

1) E1 = 
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Giải: 

1) Ta có: 
[image: image67.wmf]1
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( 
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	Ví dụ 10:  Cho z ( C. 

                        CMR:  
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Giải:


Ta chứng minh bằng phản chứng: Giả sử 
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Đặt z = a+bi ( z2 = a2 – b2 + 2a + bi
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Cộng hai bất đẳng thức trên ta được: (a2 + b2 )2 + (2a+1)2 < 0 ( vô lý ( đpcm

Dạng 3: Các bài toán về môđun của số phức và biểu diễn hình học của số phức.

Trong dạng này, ta gặp các bài toán biểu diễn hình học của số phức hay còn gọi là tìm tập hợp điểm biểu diễn một số phức z trong đó số phức z thoả mãn một hệ thức nào đó (thường là hệ thức liên quan đến môđun của số phức). Khi đó ta giải bài toán này như sau: 

Giả sử z = x+yi (x, y ( R). Khi đó số phức z biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi điểm M(x;y). Ta có: OM = 
[image: image75.wmf]22
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Sử dụng dữ kiện của đề bài để tìm mối liên hệ giữa x và y từ đó suy ra tập hợp điểm M.

Lưu ý:

· Với số thực dương R, tập hợp các số phức với 
[image: image77.wmf]z

 = R biểu diễn trên mặt phẳng phức là đường tròn tâm O, bán kính R.

· Các số phức z, 
[image: image78.wmf]z

 < R là các điểm nằm trong đường tròn (O;R)

· Các số phức z, 
[image: image79.wmf]z

 >R là các điểm nằm ngoài đường tròn (O;R)
	Ví dụ 11 : Giả sử M(z) là điểm trên mặt phẳng phức biểu diễn số phức z. Tìm tập hợp các điểm M(z) thoả mãn một trong các điều kiện sau đây:
               1. 
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Giải: 1) Xét hệ thức: 
[image: image85.wmf]1
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Đặt z = x +yi (x, y ( R) ( z – 1 + i = (x – 1) + (y + 1)i.

Khi đó (1) ( 
[image: image86.wmf]22
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( (x-1)2 + (y + 1)2 = 4.( Tập hợp các điểm M(z) trên mặt phẳng toạ độ biểu diễn số phức z thoả mãn (1) là đường tròn có tâm tại I(1;-1) và bán kính R = 2.
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2) Xét hệ thức 
[image: image87.wmf]2
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(2) ( 
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Gọi A là điểm biểu diễn số -2, còn B là điểm biểu diễn số phức i  
(A(-2;0); B(0;1))

Đẳng thức (*) chứng tỏ M(z)A = M(z)B.

Vậy tập hợp tất cả các điểm M(z) chính là đường trung trực của AB.

Chú ý: Ta có thể giải cách khác như sau: 


Giả sử z = x + yi, khi đó: 


(2) ( |(x+2) +yi| = |-x+(1-y)i| ( (x+2)2 + y2 = x2 + (1-y)2 ( 4x + 2y + 3 = 0.

vậy tập hợp các điểm M(z) là đường thẳng 4x + 2y + 3 = 0.

nhận xét: Đường thẳng 4x + 2y + 3 = 0 chính là phương trình đường trung trực của đoạn AB.

3) Xét: 
[image: image89.wmf]22
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 (3)

Giả sử z = x + yi, khi đó: 

(3) ( |2+x+yi| > |x+yi-2|


( (x+2)2 +y2 > (x-2)2 +y2 ( x > 0.

( Tập hợp các điểm M(z) là nửa mặt phẳng ở bên phải trục tung, tức là các điểm (x;y) mà x > 0.

Nhận xét: Ta có thể giải cách khác như sau:


(3) ( |z-(-2)| >|z-2|

Gọi A, B tương ứng là các điểm biểu diễn số thực -2 và 2, tức là A(-2;0), B(2;0).

Vậy (3) ( M(z)A > M(z)B. Mà A, B đối xứng nhau qua Oy.

 Từ đó suy ra tập hợp các điểm M(z) là nửa mặt phẳng ở bên phải trục tung.
4) Xét hệ thức: 
[image: image90.wmf]4410
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Xét F1, F2 tương ứng biểu diễn các điểm 4i và -4i tức là F1 (0;4) và F2 =(0;-4). Do đó: 


(4) ( MF1 + MF2 = 10 (M = M(z))

Ta có F1F2 = 8 ( Tập hợp tất cả các điểm M nằm trên (E) có hai tiêu điểm là F1 và F​2 và có độ dài trục lớn bằng 10.

Phương trình của (E) là: 
[image: image91.wmf]22
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5) Xét hệ thức 1≤ 
[image: image92.wmf]12
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[image: image93.wmf](1)2
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Xét điểm A(-1;1) là điểm biểu diễn số phức -1 + i. Khi đó 1≤  MA ≤ 2.

Vậy tập hợp các điểm M(z) là hình vành khăn có tâm tại A(-1;1) và các bán kính lớn và nhỏ lần lượt là 2 và 1 

Cách 2: Giả sử z = x +yi khi đó (5) ( 1 ≤ |(x+1) +(y-1)i| ≤ 2 ( 1 ≤ (x+1)2 + (y-1)2 ≤ 4


( kết quả như ở trên.

	Ví dụ 12: Xác định các điểm nằm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z thoả mãn một trong các điều kiện sau đây:

1. |z + 
[image: image94.wmf]z

 +3|=4

2. |z + 
[image: image95.wmf]z

 + 1 - i| = 2

3. 2|z-i|=|z-
[image: image96.wmf]z

 +2i|

4. |z2 – 
[image: image97.wmf]z

2| = 4 


Giải: 





1) Xét hệ thức: z + 
[image: image98.wmf]z

 +3|=4 (1) 


Đặt x = x + yi ( 
[image: image99.wmf]z

 = x – yi, do đó

(1) ( |(x+yi)+(x-yi)+3|=4


( |2x+3|=4 ( 
[image: image100.wmf]1
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Vậy tập hợp tất cả các điểm M là hai đường thẳng song song với trục tung x = 
[image: image101.wmf]1

2

và x = 
[image: image102.wmf]7
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2) Xét hệ thức: |z + 
[image: image103.wmf]z

 + 1 - i| = 2.

Đặt z = x + yi ( 
[image: image104.wmf]z

 = x – yi. Khi đó:

(2) ( |1+(2y-1)i| = 2 ( 1 + (2y-1)2 = 4 ( 2y2 -2y-1 = 0 ( 
[image: image105.wmf]13
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Vậy tập hợp các điểm M là hai đường thẳng song song với trục hoành y = 
[image: image106.wmf]13
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3) Xét hệ thức 2|z-i|=|z-
[image: image107.wmf]z

 +2i|.

Đặt z = x + yi ( 
[image: image108.wmf]z

 = x – yi. Khi đó: (3) ( |x+(y-1)i| = |(x+y)i|

( x2 +(y-1)2 = (x+y)2 ( x2 – 4y = 0 ( y = 
[image: image109.wmf]2
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Vậy tập hợp các điểm M là parabol y = 
[image: image110.wmf]2
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4)Xét hệ thức: |z2 – 
[image: image111.wmf]z

2| = 4 

Đặt z = x + yi ( 
[image: image112.wmf]z

 = x – yi. Khi đó: (4) ( |4xyi| = 4 ( 16x2y2 = 16 ( 
[image: image113.wmf]1
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Vậy tập hợp các điểm M là hai nhánh (H) xy = 1 và xy = -1
	Ví dụ 13: Tìm số phức z thoả mãn hệ: 
[image: image114.wmf]1
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Giải: Giả sử z = x + yi, khi đó 
[image: image115.wmf]1
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|z-1| = |z-i| ( |x+yi-1|=|x+yi-i|

( (x-1)2 + y2 = x2 + (y-1)2 ( x=y.

Ta lại có: 
[image: image116.wmf]3
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 ( |z-3i| = |z+i| ( |x+yi-3i| = |x+yi+i| ( x2 + (y – 3)2 = x2 + (y+1)2

( y = 1 ( x = 1. Vậy số phức phải tìm là z =1+i

	Ví dụ 14: Trong các số phức z thoả mãn điều kiện: |z – 2+3i| = 
[image: image117.wmf]3
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 Tìm số phức z có môđun nhỏ nhất.


Giải: Giả sử z = x + yi, khi đó : |z – 2+3i| = 
[image: image118.wmf]3

2

( |(x-2) +(y+3)i|=
[image: image119.wmf]3

2


( (x-2)2 + (y+3)2 = 
[image: image120.wmf]9
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 ( Tập hợp điểm M thoả mãn điều kiện đã cho là đường tròn tâm I(2;-3) và bán kính 3/2. 
Môđun của z đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi M thuộc đường tròn và gần O nhất ( M trùng với M1 là giao của đường thẳng OI với đường tròn.
[image: image461.wmf]-2
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Ta có: OI = 
[image: image121.wmf]4913
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Kẻ M1H ( Ox. Theo định lý Talet ta có: 
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( M1H = 
[image: image123.wmf]613978913
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Lại có: 
[image: image124.wmf]3
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Vậy số phức cần tìm là: 
[image: image125.wmf]2631378913
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	Ví dụ 15: Cho z1 = 1+i;  z2 = -1-i. Tìm z3 ( C sao cho các điểm biểu diễn của z1, z2, z3 tạo thành tam giác đều.


Giải:
Để giải bài toán này ta cần chú ý đến kiến thức sau:


Giả sử M1(x1;y1) biểu diễn số phức z1 = x1 + y1i


Giả sử M2(x2;y2) biểu diễn số phức z2 = x2 + y2i


Khi đó khoảng cách giữa hai điểm M1M2 bằng môđun của số phức z1 – z2 .

Vậy: M1M2 = |z1 – z2| = 
[image: image126.wmf](
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Áp dụng vào bài toán:

Giả sử z3 = x+yi

Để các điểm biểu diễn của z1, z2 , z3 tạo thành một tam giác đều thì

[image: image127.wmf]1213
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[image: image128.wmf](
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( 2y2 = 6 ( y = 
[image: image129.wmf]3
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( x = 
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Vậy có hai số phức thoả mãn là: z3 = 
[image: image131.wmf]3

(1+i) và z3 = -
[image: image132.wmf]3

(1-i)
VẤN ĐỀ 2: GIẢI PHƯƠNG TRÌNH PHỨC.
Dạng 1:  Tìm căn bậc hai của một số phức.

Cho số phức w = a + bi . Tìm căn bậc hai của số phức này.
Phương pháp: 

+) Nếu w = 0 ( w có một căn bậc hai là 0


+) Nếu w = a > 0 (a ( R) ( w có hai căn bậc hai là 
[image: image133.wmf]a

 và -
[image: image134.wmf]a



+) Nếu w = a < 0 (a ( R) ( w có hai căn bậc hai là 
[image: image135.wmf]ai

-

 và -
[image: image136.wmf]ai

-



+) Nếu w = a + bi (b ( 0)


Giả sử z = x +yi (x, y thuộc R) là một căn bậc hai của w ( z2 = w ( (x+yi)2 = a + bi  

( 
[image: image137.wmf]22
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Để tìm căn bậc hai của w ta cần giải hệ này để tìm x, y. Mỗi cặp (x, y) nghiệm đúng phương trình đó cho ta một căn bậc hai của w.


Chú ý: Có rất nhiều cách để giải hệ này, sau đây là hai cách thường dùng để giải.


Cách 1: Sử dụng phương pháp thế: Rút x theo y từ phương trình (2) thế vào pt (1) rồi biến đổi thành phương trình trùng phương để giải.


Cách 2: Ta biến đổi hệ như sau:
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2

xya

xyb

ì

-=

í

=

î

( 
[image: image139.wmf](

)

(

)

2

222

22

2

22222

2

/2

2

xya

xya

xybxyab

xyb

xyb

ì

-=

ì

-=

ï

ï

ïï

=Û+=+

íí

ïï

=

=

ï

ï

î

î


Từ hệ này, ta có thể giải ra x2 và y2 một cách dễ dàng, sau đó kết hợp với điều kiện xy=b/2 để xem xét x, y cùng dấu hay trái dấu từ đó chọn được nghiệm thích hợp.


Nhận xét: Mỗi số phức khác 0 có hai căn bậc hai là hai số đối nhau.
	Ví dụ 16: Tìm các căn bậc hai của mỗi số phức sau: 
1) 4 + 6
[image: image140.wmf]5
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2) -1-2
[image: image141.wmf]6
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Giải: 

1) Giả sử z = x +yi (x, y thuộc R) là một căn bậc hai của w = 4 + 6
[image: image142.wmf]5
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Khi đó: z2 = w ( (x+yi)2 = 4 + 6
[image: image143.wmf]5
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(2) ( x4 – 4x2 – 45 = 0 ( x2 = 9 ( x = ± 3.


x = 3 ( y = 
[image: image145.wmf]5

 

x = -3 ( y = -
[image: image146.wmf]5


Vậy số phức w = 4 + 6
[image: image147.wmf]5

i có hai căn bậc hai là: z1 = 3 +
[image: image148.wmf]5

i và  z2 = -3 -
[image: image149.wmf]5

i

2) Giả sử z = x +yi (x, y thuộc R) là một căn bậc hai của w = -1-2
[image: image150.wmf]6
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Khi đó: z2 = w ( (x+yi)2 = -1-2
[image: image151.wmf]6
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(2) ( x4 + x2 – 6 = 0 ( x2 = 2 ( x = ± 
[image: image153.wmf]2
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x = 
[image: image154.wmf]2

 ( y = -
[image: image155.wmf]3

 

x = -
[image: image156.wmf]2

 ( y = 
[image: image157.wmf]3


Vậy số phức w = 4 + 6
[image: image158.wmf]5

i có hai căn bậc hai là: z1 = 
[image: image159.wmf]2

 -
[image: image160.wmf]3

i và  z2 =  -
[image: image161.wmf]2

 +
[image: image162.wmf]3
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Dạng 2: Giải phương trình bậc hai.
Cho phương trình bậc hai: Az2 +Bz +C = 0 (1) (A, B, C ( C, A ( 0)

Phương pháp: 


Tính ( = B2 – 4AC

*) Nếu ( ( 0 thì phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt z1 = 
[image: image163.wmf]2
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, z2 = 
[image: image164.wmf]2
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(trong đó ( là một căn bậc hai của ().

*) Nếu ( = 0 thì phương trình (1) có nghiệm kép: z1 = z2 = 
[image: image165.wmf]2

B

A

-

 

	Ví dụ 17: Giải các phương trình bậc hai sau: 
1) z2 + 2z + 5 = 0

2) z2 + (1-3i)z – 2(1 + i) = 0


Giải: 

1) Xét phương trình: z2 + 2z + 5 = 0


Ta có: ( = -4 = 4i2 ( phương trình có hai nghiệm: z1 = -1 +2i và z2 = -1 – 2i.
2) Ta có: ( = (1-3i)2 +8(1+i) = 2i.


Bây giờ ta phải tìm các căn bậc hai của 2i.

1) Giả sử z = x +yi (x, y thuộc R) là một căn bậc hai của w = 2i

(  
[image: image166.wmf]22
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Vậy số phức 2i có hai căn bậc hai là:  1+i và  -1 –i

( Phương trình có hai nghiệm là: z1 = 
[image: image167.wmf]311
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z2 = 
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Nhận xét: Ngoài phương pháp tìm căn bậc hai như ở trên, đối với nhiều bài ta có thể phân tích ( thành bình phương của một số phức. Chẳng hạn: 2i = i2 + 2i + 1 = (i+ 1)2 từ đó dễ dàng suy ra hai căn bậc hai của 2i là 1 + i và -1 – i.

Dạng 3: Phương trình quy về bậc hai

Đối với dạng này ta thường gặp phương trình bậc 3 hoặc phương trình bậc 4 dạng đặc biệt có thể quy được về bậc hai.


Đối với phương trình bậc 3 (hoặc cao hơn), về nguyên tắc ta cố gắng phân tích vế trái thành nhân tử ( để đưa về phương trình tích) từ đó dẫn đến việc giải phương trình bậc nhất và bậc hai.


Đối với một số phương trình khác, ta có thể đặt ẩn phụ để quy về phương trình bậc hai mà ta đã biết cách giải.

3.1. Phương pháp phân tích thành nhân tử.
	Ví dụ 18:  Cho phương trình sau:

z3 + (2 – 2i)z2 + (5 – 4i)z – 10i = 0 (1)

1) Chứng minh rằng (1) nhận một nghiệm thuần ảo.

2) Giải phương trình (1).


Giải: 

a) Đặt z = yi với y ( R

Phương trình (1) có dạng: (iy)3  + (2i-2)(yi)2 +  (5-4i)(yi) – 10i = 0

( -iy3 – 2y2 + 2iy2 + 5iy + 4y – 10i = 0 = 0 + 0i

đồng nhất hoá hai vế ta được: 


[image: image169.wmf]2
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 giải hệ này ta được nghiệm duy nhất y = 2

Vậy phương trình (1) có nghiệm thuần ảo z = 2i.

b) Vì phương trình (1) nhận nghiệm 2i

( vế trái của (1) có thể phân tích dưới dạng: 

z3 + (2 – 2i)z2 + (5 – 4i)z – 10i  = (z – 2i)(z2 +az + b)  (a, b ( R)

đồng nhất hoá hai vế ta giải được a = 2 và b = 5.

( (1) ( (z – 2i)(z2 = 2z + 5) = 0 ( 
[image: image170.wmf]2
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Vậy phương trình (1) có 3 nghiệm.

	Ví dụ 19:  Giải các phương trình: 

1) z3 – 27 = 0

2) z3 = 18 + 26i, trong đó z = x + yi ; x,y ( Z


Giải:
1)  z3 – 27 = 0 ( (z – 1) (z2 + 3z + 9) = 0 ( 
[image: image171.wmf]2
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Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm.
2) Ta có: (x + yi)3 = x3 – 3xy2 + (3x2y – y3)i = 18 + 26i

Theo định nghĩa hai số phức bằng nhau, ta được: 
[image: image172.wmf]32
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Từ hệ trên, rõ ràng x ( 0 và y ( 0. 

Đặt y = tx , hệ ( 18(3x2y – y3) = 26(x3 – 3xy2 )

 ( 18(3t-t3 ) = 26(1-3t2) ( 18t3 – 78t2 – 54t+26 = 0 ( ( 3t- 1)(3t2 – 12t – 13) = 0.

Vì x, y ( Z ( t ( Q ( t = 1/3 ( x = 3 và y = 1 ( z = 3 + i.

	Ví dụ 20: 

1) Tìm các số thực a, b để có phân tích: z3 +3z2 +3z – 63 = (z – 3)(z2 +az + b)

2) Giải phương trình: z3 +3z2 +3z – 63 =0


Giải: 

1)
Giả thiết (  z3 +3z2 +3z – 63 = z3 +(a-3)z2 +(b-3a)z – 3b




( 
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2)  Áp dụng phần 1) ta có: z3 +3z2 +3z – 63 =0 ( (z – 3)(z2 +6z + 21)=0





( 
[image: image174.wmf]3
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Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm.

	Ví dụ 21: Giải phương trình: 

z4 – 4z3 +7z2 – 16z + 12 = 0   (1)


Giải: 


Do tổng tất cả các hệ số của phương trình (1) bằng 0 nên (1) có nghiệm z = 1.


(1) ( (z – 1)(z3 – 3z2 + 4z – 12) = 0 



( (z – 1) (z – 3) (z2 + 4) = 0



( 
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm.
3.2 Phương pháp đặt ẩn phụ.
	Ví dụ 22: Giải phương trình:
                                   (z2 + z)2 + 4(z2 + z) -12 = 0


Giải: 


Đặt t = z2 + z, khi đó phương trình đã cho có dạng:
 t2 + 4t – 12 = 0 ( 
[image: image176.wmf]2
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm.

	Ví dụ 23: Giải phương trình:
 (z2 + 3z +6)2 + 2z(z2 + 3z +6) – 3z2 = 0


Giải: 


Đặt t = z2 + 3z +6 phương trình đã cho có dang: 

t2 +2zt – 3z2 = 0 ( (t – z)(t+3z) = 0 ( 
[image: image177.wmf]3
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+ Với t = z ( z2 + 3z +6 –z = 0 ( z2 + 2z + 6 = 0 ( 
[image: image178.wmf]15
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+ Với t = -3z ( z2 + 3z +6 +3z = 0 ( z2 + 6z + 6 = 0 ( 
[image: image179.wmf]33
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm.

	Ví dụ 24: Cho phương trình: z4 -2z3 – z2 – 2z + 1 = 0 (1)

a) Bằng cách đặt y = z + 
[image: image180.wmf]1

z

 hãy đưa phương trình về dạng: y2 – 2y – 3 = 0.

b) Từ đó giải (1)


Giải: 

Do z = 0 không là nghiệm của (1) ( chia hai vế của  phương trình cho z2 ta được: 

z2  - 2z – 1 - 2
[image: image181.wmf]1
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 + 
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 = 0.


Đặt y = z + 
[image: image183.wmf]1
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 ( phương trình có dạng: 
y2 – 2y – 3 = 0 ( 
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Với y = -1 ( = z + 
[image: image185.wmf]1
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 = -1 ( z = 
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Với y = 3 ( = z + 
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm

	Ví dụ 25: Giải phương trình: 
z4 – z3 + 
[image: image189.wmf]2
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 + z + 1 = 0          (1)


Giải: 


Do z = 0 không phải là nghiệm của phương trình (1) nên:
(1) ( zz – z + 
[image: image190.wmf]1
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( (z-
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) + 
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Đặt y = z-
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 ( pt có dạng: y2 – y + 
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 = 0 ( 2y2 – 2y + 5  = 0 ( 
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+) Với y = 
[image: image199.wmf]13
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 ( z - 
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 ( 2z2 – (1+3i)z – 2 = 0 (2)


Ta có : ( = (1+3i)2 + 16 = 8 +6i = (3+i)2 


( phương trình (2) có 2 nghiệm: z1 = 1+i

z2 = 
[image: image202.wmf]1
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 ( 2z2 – (1-3i)z – 2 = 0 (3)


Ta có : ( = (1-3i)2 + 16 = 8 -6i = (3-i)2 


( phương trình (3) có 2 nghiệm: z3 = 1-i







z4 = 
[image: image207.wmf]1
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Vậy phương trình đã  cho có 4 nghiệm.


Dạng 4: Giải hệ phương trình phức.
	Ví dụ 26: Giải hệ phương trình 2 ẩn z và w:

[image: image209.wmf]33
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Giải: 
 Từ (2) ta có: (z + w)3 – 3zw(z + w) = 9(-1+i) (3)

Thay (1) vào (3) ta được: 27(1+i)3 – 9zw(1+i) = 9 (-1+i)


( 3(1+3i+3i2+i3) – zw(1+i) = -1 + i
 ( zw = 
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Vậy ta có hệ phương trình: 
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Theo định lý Viet ( z, w là các nghiệm của phương trình: t2 -3(1+i) + 5i = 0 (4)


Ta có: ( = -2i = (1 – i)2 

( Phương trình (4) có hai nghiệm 
[image: image212.wmf]2
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Vậy hệ đã cho có hai nghiệm (z;w) là (2+i; 1+2i) và (1+2i;2+i)

	Ví dụ 27: Giải hệ phương trình 2 ẩn z và w:
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Giải: 


Ta có z1, z2 , z3 là các nghiệm của phương trình: (z – z1)(z – z2)(z-z3) = 0

( z3 – (z1+z2+z3)z2 +(z1z2 +z2z3 + z3z1 )z - z1z2z3 = 0

( z3 – z2 + z – 1 = 0 ( z = 1 và z = ±i

Vậy hệ phương trình đã cho có 6 nghiệm (là hoán vị của bộ ba số 1, i và –i)
VẤN ĐỀ 3: DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC.
Dạng 1: Chuyển một số phức sang dạng lượng giác.
Phương pháp: Dạng lượng giác có dạng: z = r(cos ( + i sin ( ) trong đó r > 0.


Để chuyển một số phức sang dạng lượng giác ta cần tìm r và (;

+ Ta có r = |z|

+ ( là số thực thoả mãn 
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	Ví dụ 28: Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác: 
1) 2i

2) -1

3) 2

4) -3i

5) z1 = 6+6i
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6) z2 = 
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7) z3 = 9 – 9i
[image: image218.wmf]3





Giải: 


1) Ta có: r1 = 2, ( = 
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 ( z1 = 2(cos
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2) Ta có: r2 = 1, ( = (  ( z2 = cos( +isin( 

3) Ta có: r3 = 2, ( = 0 ( z3 = 2(cos0+isin0)

4) Ta có: r4 = 3, ( = 
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 ( z4 = 2(cos
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5) Ta có: r5 = 12 
Chọn ( là số thực thoả mãn 
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 vậy z5 = 12(cos
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Chọn ( là số thực thoả mãn 
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 vậy z6 = 12(cos
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7)Ta có: r7 = 18 

Chọn ( là số thực thoả mãn 
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 vậy z7 = 12(cos(
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Nhận xét: Đây là một dạng bài tập rất phổ biến, cần chú ý cho học sinh cách chọn số ( thỏa mãn hệ phương trình lượng giác 
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. Trong quá trình dạy, tôi thấy rằng nhiều học sinh mắc sai lầm sau: chỉ tìm ( thỏa mãn cos( = a/r mà không để ý đến sin ( = b/r. Chẳng hạn với hệ 
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 thì học sinh chọn ( =
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	Ví dụ 29: Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác: 
1) (1-i
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Giải:    1) Ta có: 1- i
[image: image244.wmf]3
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(1+i) = 
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Áp dụng công tthức nhân, chia số phức ta đuợc: 

(1-i
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)(1+i) = 2
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2) 
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	Ví dụ 30: Tìm phần thực và phần ảo của mỗi số phức sau: 

1) 
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Giải:
1) Xét số phức:
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Vậy: phần thực bằng: 
[image: image261.wmf]1
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2) Xét số phức: 
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Vậy: phần thực bằng: 0 và phần ảo bằng 128.

	Ví dụ 31: Tính số phức sau: 

z = 
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Giải: 

z =
[image: image265.wmf]
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= cos(-15() + isin(-15() = -1.

	Ví dụ 32: Viết các số sau dưới dạng lượng giác:

1) cosa – isina, a ( [0;2().

2) sina +i(1+cosa), a ( [0;2().

3) cosa + sina + i(sina – cosa), a ( [0;2()


 Giải: 
Ta có: 
1) cosa - isin a = cos(2( - a) + isin(2( -a)  khi a ( [0;2()

2) z2 = sina +i(1+cosa) = 2sin
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- Nếu a ( [0;( ) ( cos
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 > 0 (  z2 = 2cos
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 < 0 (  z2 = -2cos
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3) z3 = cosa + sina + i(sina – cosa) = 
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Dạng 2: Ứng dụng của dạng lượng giác.

	Ví dụ 33: Chứng minh rằng: 

              sin5t = 16sin5t – 20sin3t +5sint

              cos5t = 16cos5t – 20cos3t +5cost


Giải: 
Dùng công thức Moivre và công thức khai triển nhị thức (cost + isint)5
Ta được: 

cos5t + isin5t = cos5 t + 5icos4tsint + 10i2cos3tsin2t + 10i3 cos2t.sin3t +5i4 cost.sin4t + i5sin5t

( cos5t + isin5t = cos5 t -10cos3t(1-cos2t) + 5cost(1-sin2t)2 + i[5(1-sin2t)2sint – 10(1-sin2t)sin3t +sin5t]

Đồng nhất hai vế ta được điều phải chứng minh.

Ngoài ứng dụng của công thức Moivre vào lượng giác, chúng ta có thể thấy nếu chuyển được một số phức về dạng lượng giác thì có thể tìm căn bậc hai một cách dễ dàng và nhanh chóng. Sau đây là một số ứng dụng của dạng lượng giác để tìm căn bậc hai của một số phức và giải phương trình bậc hai.

	Ví dụ 34: Giải phương trình:

                 z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0  (1)


Giải: 

Ta có: (1) ( z4 (z + 1) + z2 (z + 1) + (z + 1) = 0


( (z+ 1) (z4 + z 2 + 1) = 0


( 
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Xét  phương trình: z4 + z 2 + 1 = 0 ( z2 = 
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Từ z2  = 
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Từ z2  = 
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Tóm lại phương trình đã cho có tất cả 5 nghiệm:
z = -1; z = 
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	Ví dụ 35: Cho z1 và z2 là hai số phứ xác định bởi z1 = 1+i
[image: image300.wmf]3

 và z2 = 1 – i

a) Xác định dạng đại số và dạng lượng giác của 
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b) Từ đó suy ra giá trị chính xác của: cos
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Giải: Ta có 
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Ta có: z1 = 2(cos
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Nhận xét: Qua bài tập này ta thấy được một ứng dụng quan trọng của số phức, ta có thể tính sin, cos của một góc bằng công cụ số phức thông qua sự liên hệ giữa dạng đại số và dạng lượng giác của số phức.
	Ví dụ 36: Cho số phức z0 có môđun bằng 1 và argument bằng 
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5

p


a) CMR z0 là nghiệm của phương trình z5 – 1 = 0

b) Rút gọn biểu thức (z – 1)(1+z + z2 + z3 + z4)

c) Hãy suy ra rằng z0 là nghiệm của phương trình: 
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d) Giải phương trình ở câu c)

e) Từ đó suy ra giá trị của z0 và biểu thức giá trị của cos
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Giải:

a)  Ta có: z0 = cos
[image: image324.wmf]2
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 + i sin
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Áp dụng công thức Moavrơ ta có: z05 = (cos
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)5 = cos2 ( + isin2( = 1 ( z0 là nghiệm của phương trình z5 – 1 = 0.
b) Khai triển đẳng thức này ta được z5 – 1 = 0.

c) z5 – 1 = 0 ( (z – 1)(1+z + z2 + z3 + z4) = 0

mà z0 ( 0 ( z0 là nghiệm của phương trình 1+z + z2 + z3 + z4 = 0 ( z2 (
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d) Đặt y = z + 
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e) Từ các câu trên ta có: z0 là nghiệm của một trong hai phương trình sau: z + 
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*) Xét phương trình: z + 
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Vì cos
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 đều dương ( phần thực và phần ảo của z0 đều dương

 ( z0 = z1 = 
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	Ví dụ 37: Giải phương trình:

                                            z6 = -64  (1)


Giải:  

Giả sử z = x + yi = r(cos( + isin()


Ta có: -64 = 64(cos ( + isin ( )

Z6 = -64 ( r6 (cos6 ( + isin6 ( )= 64(cos ( + isin ( ) ( r6 = 64 ( r = 2

Và cos6 ( + isin6 (  = cos ( + isin ( ( 6 ( = ( +2k (  (k ( Z) ( ( = 
[image: image355.wmf]2

66

k

pp

+


Với k = 0 ( z1 = 2
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Với k = 1 ( z1  = 2
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Với k = -2 ( z1 = 2
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Với k = -3 ( z1  = 2
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	Ví dụ 38: Tìm n là số nguyên dương và 
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Giải:

Ta có: 1 + i
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Để z ( R ( 2n.sin
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C. BÀI TẬP CỦNG CỐ KIẾN THỨC.
Các bài tập về dạng đại số của số phức

Bài 1: Chứng minh rằng: Nếu |z1| = |z2 | = 1, z1.z2 ( 1 thì A = 
[image: image371.wmf]12
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HD: Ta có: 
[image: image372.wmf]A

= A suy ra A là số thực.

Bài 2: Tìm các điểm M trong mặt phẳng phức biểu diễn số phức z thoả mãn một trong các điều kiện sau:

	a) |z-2| = 3

b) |z+i|<1

c) |z-1+2i| > 3

d) 
[image: image373.wmf]1
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	e) Re
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Đáp số:

a) Đường tròn tâm (2;0), bán kính bằng 3

b) Hình tròn tâm (0;-1), bán kính bằng 1

c) Phần ngoài đường tròn tâm (1;-2) bán kính bằng 3.

d) Giả sử z = x + yi ( 
[image: image376.wmf]
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( (x2 – y2 +1)2 +4x2y2 = 4(x2 + y2)

( (x2 + y2 -1)2  = 4y2 ( 
[image: image378.wmf]22
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( Tập hợp các điểm M(x;y) biểu thị số phức z là hợp của hai đường tròn:

x2 + y2-2y – 1 = 0 và x2 + y2 +2y – 1 = 0 

e) Tập hợp các điểm M(x;y) là đường tròn: x2 + y2 – 3x + 2 = 0.

f) Giả sử z = x + yi ( 
[image: image379.wmf]1
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Gt ( 2xy + y = 0 ( y = 0 hoặc x = -1/2.
Bài 3 : Tìm số thực x, y thỏa mãn đẳng thức : x(3+5i) + y(1-2i)3 = 9 + 14i

Phương trình bậc hai, phương trình bậc cao, hệ phương trình

Bài 4: Giải các phương trình sau:

a) z2 = -9
b) z2 = - 
[image: image381.wmf]5


c) 4z2 – 2z + 1 = 0

d) z2 – 2zcos α + 1 = 0

e) 
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Bài 5: Tìm số phức z biết z2+ |z| = 0

Đáp số: z= 0; z = i; z = -i

Bài 6:  a) Tìm các số phức a, b để có phân tích: 



z4 + 2z3 +3z2 + 2z + 2 = (z2 + 1)(z2 +az + b)


b) Giải phương trình: z4 + 2z3 +3z2 + 2z + 2  = 0

Đáp số: 

a) a = 2; b = 2

b) z1,2 = ± i; z3,4 = -1 ± i
Bài 7: Cho phương trình: z3 – 2(1+i)z2 + 3iz + 1-i = 0 (1)
a) Chứng minh rằng z = 1 là một nghiệm của phương trình (1)

b) Tìm hai số α và β sao cho z3 – 2(1+i)z2 + 3iz + 1-i = (z – 1) (z2 + α z + β ) = 0

c) Giải phương trình (1).

Đáp số:

a) α = -2i-1; β = i – 1

b) z = 1; z = i ; z = 1+i

Bài 8: Giải các phương trình sau:

a) z4 + 3z2 + 2 = 0

b) 2z4 + z3 + 3z2 + z + 2 = 0
Bài 9: Cho hai phương trình sau

 z4 – 4z3 + 14z2 – 36z + 45 = 0

 z4 + z3 + 6 z2  + 4z + 8 = 0
a) Chứng minh rằng phươn trình sau có hai nghiệm thuần ảo.

b) Hãy giải phương trình (1) và (2).

Bài 10: Giải hệ phương trình sau: 
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Đáp số: 
(
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Dạng lượng giác của số phức và ứng dụng

Bài 11: Viết các số sau dưới dạng lượng giác: 

a) z1 = 6 + 6i
[image: image386.wmf]3


b) z2 = 
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c) z2 = 
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d) z3 = 9 – 9i
[image: image389.wmf]3


e) z5 = -4i

Đáp số:

z1 = 12
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z1 = 12
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Bài 12: Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác:

a) -2(cos
[image: image395.wmf]6
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b) cos
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c) sin
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d) 1 – cos a+ isina, a ( [0;2()
Đáp số: 
a) 2(cos
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c)  cos
[image: image405.wmf]15
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d)

- Nếu a ( (0;2( ) ( sin
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- Nếu a = 0 ( không tồn tại số phức dưới dạng lượng giác.
Bài 13: Cho số phức z = 1+
[image: image413.wmf]3

i. Hãy viết dạng lượng giác của số phức z5.
Bài 14: Sử dụng dạng lượng giác để tính số phức sau:

a) 
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b) (1+i)(-2-2i)i

c) -2i(-4+4
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Đáp số: 
a) 12
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b) 4(cos0 + isin0)



c) 48
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d) 30(cos
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Bài 15: Chứng minh rằng: 
[image: image424.wmf]12

3

1

i

i

æö

-+

ç÷

ç÷

+

èø

là số thực

Đáp số: Sử dụng công thức Moavrơ : 
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Bài 16: Tìm môđun của z và argument:

a) z = 
[image: image426.wmf](
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b) z = 
[image: image427.wmf](
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c) z = 
[image: image428.wmf](
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Đáp số: 

a) |z| = 
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b) |z| = 
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Bài 17 :Cho hai số phức z1 = 
[image: image433.wmf]2
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 và z2 = 1+
[image: image435.wmf]3
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a) Tính môđun và argument của hai số phức nói trên.

b) Tính môđun và argument của z13 và z22 và 
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c) Từ đó suy ra giá trị chính xác của cos
[image: image437.wmf]12
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 và sin
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Đáp số :
a) Ta có |z1| = 2; (1 = 
[image: image439.wmf]4
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;  |z2| = 2; (2 = 
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b) |z13| = 8; (3 = 
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c) cos
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Bài 18: Cho z là một số phức thoả mãn z2 = 
[image: image449.wmf]2
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[image: image450.wmf]2

 
a) Tính nghiệm của phương trình này và viết nghiệm dưới dạng lượng giác.

b) Hãy tính chính xác giá trị của cos
[image: image451.wmf]8
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 và sin
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Bài 19: Tìm các căn bậc hai của số phức sau:

a) z = 1+i

b) z = i

c) 
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d) -2(1+i
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Đáp số:

a) zk = 
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b) zk = 
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d) zk = 
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e) z1 = 4-3i; z2 = -4 + 3i
Các bài toán về số phức trong đề thi tốt nghiệp và tuyển sinh đại học năm học 2009_2010
Bài 20 (Câu 5a_TNPT 2009)

Giải phương trình: 8z2 – 4z + 1 = 0 trên tập số phức.
Bài 21 (Câu 5b_TNPT 2009)


Giải phương trình: 2z2 – iz + 1 = 0 trên tập số phức.

Bài 22 (ĐHKA_2009)


Gọi z1, z2 là hai nghiệm phức của phương trình: z2 + 2z + 10 = 0.


Tính giá trị của biểu thức A = |z1|2 + |z2|2
Đáp số: A = 20
Bài 23 (ĐHKB_2009) 

Tìm số phức z thỏa nãm |z-(2+i)|= 
[image: image459.wmf]10

 và z.
[image: image460.wmf]z

=25

Đáp số: z = 3+4i hoặc z = 5.
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